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剛体で圧縮された多層弾性体の 3次元応力解析
松岡健一・能町純雄*
Stress Analysis ofν1ulti -layered Systems 
Compressed by a Rigid Body 
Kenichi Matsuoka and Sumio Nomac記事
Abstract 
The stress problems of multi-layered systems compressed by a rigid body are solved by combining the 
solution of an infini te cas巴andthe arbitrary functions， by which the difference between the infinite case and 
the multi-layered c丘semay be canceled， so as to satisfy th巴conditionof surface displacement 
Th巴 numericalcalculations were carried out for th巴 caseof two layed systems of which the surface 
displacem巴ntvarys linearly in one direction for r < a. Th巴 resultsshow that the stresses and the dis 
placem巴ntsbecame larger as th巴valueof the elastic constant of bottom layer b巴comessmaller than th昌tof the 
surface layer 
1.まえカマき
剛体で圧縮される弾性体の問題は、接触応力問題の一種であるが、これに関する研究は 2次
元応力問題に対しては従来数多くの研究があり、ほとんど完成された観があるべまた 3次元応
力問題に対しては、 HertzやBoussinesqueの研究があるが、半無限体の問題では、 Sneddon2)が
円柱座標でHankel変換を用いて、剛円柱および円錐で圧縮された場合の問題を解析している。
これらはいずれも軸対称問題て。あるが、牟岐はこれを非軸対称問題に拡張し、傾斜した底面を
もっ円柱で圧縮された半無限体を解析している。以上の研究はほとんど半無限領域に対するも
のであり、有限領域のものとしては、帯状無限体としてさえも解析が困難である。さらに多層
弾性体の問題としては 2次元応力問題でも、解析解を見い出すことは不可能に近く、これに関
する研究もほとんどない。わずかに 2層体に対する木村4)の研究があるが、これも表面の接触応
力を階段状に分割し、境界変位の条件を満足するようにこれを決定し、応力分布を求めたもの
である。従って多層体の3次元応力問題てい表面に変位が与えられた場合の研究は、いわゆる有
限要素法等完全な数値解析以外の方法で行なわれたもはないように思われる。
以上のように剛体で圧縮された多層弾性体の3次元応力問題では厳密に解析解を求めること
はやはリ不可能と考えられるので、ここでは一つの方法として解析解と数値解を組合せて解析
する方法で、この問題を解析した。この問題は基礎地盤上の剛体(構造物)の変位によって基
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礎地盤に生ずる変形および応力の挙動を解析するための一つの手がかりを与えるものである。
2.無限厚板の一般解
2. 1 変位成分の一般式
無限厚根を図-1に示すように、厚さの方向にz座標，
これに直角方向にペ θ座標をとり，それぞれの方向の変
位成分をW，u， vとする。この無限厚板の一般解は，有限
Fourier-Hankel変換を用いると 5)/6)
uzf訂国主{AmezJm+l(~r)+Bm山 1(~r) }d~cosmθ， 
v=士写1"~{AmqzJm+l(~r)- Bmqz]m-l(~r) }d~sin m8， 
ω =士均客[~Wm肘叩ez山
ここで
Amez= 言到1Jl i士シψザφr仰州(伸同h的吋)刊(おω附)片γ肘叩h十A;iムAυ){o附ザr伊(伸同h的怜)
寸+~{品工ゾfザø(k)州h紛)(おω)一詰ヤい伊Vφザr仰州山(悼州吋h的吋勺)刊)($仔Eお朴z
(U) r.
θ(r) 
図-} 無限厚板
Bmez=会1-fr)(お)M-Aどλy{日(お)+rj}k)(お)}(γ叩ー仰)
( 1 ) 
( 2 ) 
( 3 ) 
( 4 ) 
;{器ヤ(k)(お)一話t(φ(k)(伝 )-rjP)(ω}D叩]， (は川5引) 
W恥間耐叩mez-何二毛言剖Jιμ仏危ι叫;立iιいA川)JP戸戸(戸附門(伶州叶h削吋)刊V恰ω刷(付惚馴Eおω釧z討~)( γ川m肘叩qk一九仏ωωs叙z)μ+{い伊伊仲附Qσψ例(怜州叫h的吋)刊(伝剖附)+詰士ヤVいP(戸伊門(伏附叫吋h的吋勺旬)刊W恰(作防Eおωzρ)庁い)
γh間M州sl= t訂L∞うr仇/んん問刷叩川+1(ρ利什){いCιm山]+品 [ τθz]L=odr 1 
γ肘叩2= ÷以1"田rυ仇仇Jんん間軒+1(μ的削(仔附刷F什例rけ)ホ{ドC仏叫間4中[rιτひ叫γ問z]μ+8仇叫仙m[中r，τ恥叫θ何oz]孔]
ゐ仏叶牢「ぺ=→i弘汀1"∞d仇m-l(什判什巾){申い判{ドい仰C仏ωωωm[中心山rιrz]叫T問 叫仏川叫roz叫斗白ι孔札山山]リLしυωL=oい F円JJ〆yd詐:) 
Òme2 二 ~1∞ rJm-l(~r){Cm[rrz]-8m[roz]L=cdr 
Dm~l= 1"rJm(~r)' Cm[W]z=o 
Dm位=1" rJm(~r)Cm[W]z=cdr 
Cm[/]= 12πf吋 d8， 8間[/]=1了f.sinm8d8.
( 7 ) 
( 8 ) 
( 9 ) 
また，式 (4)- (6)中の関数は，有限Fourie変換の逆変換で与えられる関数で，
(80) 
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。1)( お )=~inhf(c-z L， Q(2)(お)=豆虫色， φ(リ(伝 )=~oshf(c-z) ， φ{吋お)=旦生皇
inh fc ，"''' N I sinh fc' '1- ¥'，-"_ I - sinh tc ，'1-' ， ，-._I -sinh fc 
φ(k)(伝)=伝φ(k)(お)-fcQ(吋お)φ(k)(tC)，ψ(k)(お)=fZQ(k)(伝)-fcφ(幻(fz)φ(k)(fc) 
式 (4)- (6)は明らかにF→∞とすれば，半無限弾性体の一般解となり，m=Oとすれば
軸対称変形を表わす。 y， 8， Dは式(7)- (9)に示すように境界の応力および変位で与えら
れる積分定数で，境界条件を満足するように決定する。なお， μ，λはは Lameの弾性定数で，
Jm (~r) は m 次の第 1種 Bessel関数である。
2. 2 応力成分の一般式
応力成分の一般式は，式(1) -(6)から Hookeの法則を用いて求められる。今，ペ a
z方向の直応力を σ円似のそれぞれの面に作用するせん断応力を τ附 r白 ，Tzγ とすれば，これら
の値は，
コ日 fu θu ， ow¥ σγ=(2μ+λ)三竺十人(. + ~~n+ 一一 l
r I '¥' r I rθe' ozJ 
=士写バコ2[{λL1 +2μ(Am~z-B叫ん(台 )-2.u{(m+ l)Am~z]川
ー (m 叫 1(例法]必co叫
fu θv ¥ ，，fθuθw¥ 。=(2μ+A)(←十一 l十人(~U 十一 l
μ ¥ r ' rOe ) ' "θr orJ 
= ~2: (OOf21AL1]m(fr)+2μ{( m+ l)Am~z]m+l( fr) 
I( m .l 0 I 
(m-l)Bm~z]m-l(什)}品川
?????
?????
ow I 1 I ou I U I OV ¥ _ 1 ~ (∞ 21 1 A ， r， dWm~z 1 z =(2μ+A)一十人(一十一+一一)=~2: I eIÀ' L1 +2.u uv:~~z I]m(利点cosme oz ' "¥ or ' r ' roeJ πmん 1μ tdzJ 
= ~2: (0 f2]m(fr)三r2.u (~\À){ φ(k)(お )+ψ(k)(お )}Dm~k-{~ø(k)(お)π~)o ~ Jm\~' I bllμ+A l'l-' '>''1，'1-' ''>'''IJ L/ m~k t2μ+A 
器tい(ゆωφがo(k)州怜同h的吋刊(おω)仇ω伽州h的以)バ(お剖削刈)け川)オ}(γ川m肘叩~k一ふ仏ωωn吋哨君付ωhρ)中lドd咋ルωfc何C∞…O
( oヲu ， δV V 1 
τγθ 十一一---i
TOー μ LroeI or r J 
=均foO.u~2[ (Am~z- Bm~z)]m(fr) 一 2{(m+ 1山
十 (m一 1υ)Bm肘n吋t碍~z]m-lバ(frけ)}Lld!持'fs討inmηze ， (13) frJ 
(ov θw 1 1.，.， r∞ θz= μ{←十一一~= ':'2: I f2{ T::'~z]m+l(fr)- T:;'~z]m-l(fr)}dfsinme ， (14) lθz ' roeJ π'm!J。
(12) 
(ou θwl l'r1 r∞ 
τ♂ μi厄十万j二百客人 f2{Ti'n ~z]m+l( fr)+ T:;'~z]m-l( fr) }dfcosme， (15) 
(81) 
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441{-詰工(γmM-Om~k)ーまずm.k}日(お)
Tη2弘ゐレe恒z戸=古主剖[μQσψv例(怜同叫h的吋叩)刊(刷おω)川 一器ケい(的旬(恰お剖叶){作{
T叫品んいレ.z-古主剖[伊Qρψv例(怜同叶h的吋)刊恰刷(陥刷お剖凶)防S問肘叩e肺~k +叶 詰士いいp<ω同叶h的吋)刊恰刷(防ω伝叶){倍~( γ川m肘叩e枯.k-一ゐω軒ω)川+叩μD九m肘イe
となる。
3.多層弾性体の解法
多層体は，無限厚板を重ね合せ，各層聞の境界条件を満足さ
せて解析する。今図~2 に示すように， 多層{本の各層を表面か
ら数えて， 0， 1， 2 ，… Z， … n~l とし ， i~ 1 z聞の厚板を
表わす全ての量，一般式に含まれる関数等にサフィックス 1を
付し，zは各層の局所座標で与えるものとする。本論では，多層
体の各境界で付着が完全で、あり，せん断力が作用する場合を考
えるものとすると，各層境界の変位および応力は連続であるか
り
μ.λ‘ 
C. ).l.八孟
c μ^ 
c p.入
c‘ s. A.， 
C'，.r t(..，入計・
C μλ 
C s λ 
Cピ田メ仏 λ物
(16) 
(17) 
(18) 
。
z 
L -1 
t. I 
'It-j 
図-2 多層弾性体
U 作I)Z~O= Ui)Z~Ci' (19) Vi+l)Z=O== Vi)Z=Ci， 
Wi+1)Z~O 二 Wi)Z~C" (21) σz・叶山~O 二 σ:Z.i)Z=C け
Tzr・削 )z~o=Tzr';)Z~Ci' (23) τz 
となる。式 (21)，(23)， (24)から
Di，;II= Di"，.zこ Di i+l γ"'.1 =γ"'.2=γz S品l=Ofn.2= Oi， 
式 (19)，(20)は，式(1)， (2)， (4)， (5)から
A i"，+.~)z~o こ A i"， .Z)Z~Ci， 
または
Bi;込)zニo= Bfn.Z)Z~Ci ， 
(A i，i;A :t Bi;i時 )z~o= (A~.z:t Bfn <z )zニ Ci ， 
(20) 
(22) 
( 24) 
従って，この場合のの各層の連続条件を満足させる境界条件式は， 1 < i <n~ 1で
!l.;(c;).Di-1+U・i(Ci)αi-l+{N.i(Ci)-n川 (O)}Di
(25) 
(26) 
( 26)' 
+ {I:i¥(c;) -Il.川 (0)}αi-N・山(0)Di+1-Ui+1(0)α什 1=0， (27) 
Iん(ci)Di-1十I以Ci)αi-1+ {U i(C;) -Il.i+l(O)} Da {U i(c;) -n.川(0)}αz 
u.計1(0)Di+1←n.川(0)α川=0 ， (28) 
Ui(Ci)βzー1十{Ui(Ci)-!l什 1(O)}βi-U什 1(0).β什 1=0 ， (29) 
となる。ただし
2μi(μz十人i)gi(Z)一 {φlk)(お)+ψIk)(お)}， 
2μaAi 
(82) 
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μi+Ai 12¥(z) r) I¥，i， oi円台) 一一一一{φ1k) (お)一ψ;k)(お)}， 
2μi+Ai" ，，~， 2μz十Ai
IJz(z)=--L-φ円台) μi+ん {φik)(伝)一ψj剖(お)}， 
2μi+Ai"" "~I 2μi(2μi+Ai) 
aμ)二 iφlk)(fz)， 
μz 
αi-γi-Oi， βi-γi+Oi 
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ところで本論では，スタンブの問題を取扱うが，表面ではせん断応力がないものとすればγ。=
Oo = 0。ゆえに α。=ふ =0となり，式 (29)から全ての βは零となる。従ってこの場合の未
知数は，Di (iニ 0， 1， 2，…， n-1)，αi(i=l， 2， 3，…， n -1)となり，これを
式 (27)，(28)および，表面における境界条件と (n-1 )における境界条件より求める。
表面においては，表面に作用する直応力を ρ(r・θ) とすれば
σ'Z.l) z=o =ρ(r，8) 
-Nl(O). Do-Nl(O)D1 -Ul(O)α1=; (∞rπrp(r，8)]m(fr) cos m8drd8. f )0 )0 (30) 
また，n-1境界では，この種の問題の性格上半無限体上に多層体があるものとして，n層は
Cn =∞として取扱う，このときの境界条件は，
f T2 ( ~ ¥ 2μn(μn+An)) n.n-l(Cnー1)Dn-2 + Un-l(cn-l)αn-2+1 Nn-l(Cn-l)一}l.... J../~-!'.._， H- J./ 2μn+An J 
+{ Un-l( Cn-l)十戸計二)α oー， (31) 
Iム I(Cn-l)Dn-2+UnーI(Cnー1)α n-2+~ Un-l(Cn-l)+~三-;- ~ Dn-l + l.&，:..H-J.¥'-'fl-l/ ' 2μn十An J 
(T2 f _ ¥， 3υn十人 n 1 +tuバ
となる 0
4.表面変位が与えられた場合の解析
表面が剛{本で圧縮された多層弾性体の問題は，表面で変位が与えられた多層弾性体の問題を
組合せて求められる。従って，まず任意の表面変位が与えられた場合の多層体の解析を行な
わなければならない。この解析手段としては，表面に部分等分布荷重が作用するときの多層体
の解を利用して，接触面の接触応力を階段状の部分等分布荷重に置き換え，このときの表面の
変位を与えられた変位に一致させるように分布荷重の大きさを決定する方法が一般的であり，
木村もこの方法で，剛地盤上にある有限層を剛体で圧縮した場合の接触応力を 2次元問題とし
て解析している。しかし，この方法では，仮定から当然接触応力が不連続になり，実際の条件
に合致しない。この点を考慮して，本論では，接触応力および接触面を含む表面の変位を次の
ように仮定する。
(83) 
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σz・I)Z=O=ρ(r，8)=φ。(r，8)+φ1( r，8) ， (33) 
ωI)Z=Oニω。(r，8)+w(r，θ) (34) 
φl(r，8)=ρ( r，8)ー φ。(r，8)， 
1 .. !ーl=~~・~ Si( r) cosm8 
J[ m n-1 
(35) 
ここで， φ0，Woは半無限イ本の圧入問題の解， φ1， w'は多
層体の場合の修正項である。接触応力ρの分布を図-3の
ように仮定したとき
げ えC(.B)
止
一一一一一一一-r 
図 3 接触応力分布
(ぺ対[ρ{伝子(引}-Pi-1{ (;i )仁川}]…
( 1 [ρi(logr-logri-1) -ρトllogr-logri)]， ri-1< rくれ
Ilogri-logri-1 Si(r)=r~"'" .~"" ，- ，m= 0 
L 0 ， r< rト1，ri<r 
とおし従ってこのとき式 (30)の右辺は
: rt¥ρ(r， 8)]m(ケ)cosm8drd8二:ctπ仲山 8)cω m8drd8 f)0)0 'y" V'J""~' ， ~~V ".V~ ， ~V ~ JO JO 
(記1むし 2JF_.2m{rrZ+ 1]m_1(~ri) 出l]m+1(~ri-1)+r'!':-i1]m_1(払)一例l]m_1(仇 1)}
Ii= 1 ~ L;- i -r i-1 ~ 
I +沼ら石{rfZ+]m+1(~r;)一昨i 1]m+1(川市i1]m_1(~ri+ 1)+ぽi 1]m_1( 払)} ]， mヰ O
+{ --、，
lgh|
四
11~_.. i例 ogri(め)一払logri-l-]I(い)+肋i)-]0(~ri-1)} (36) I~\~'Llogri-logrト 1 l 
l-l1lo!! y，. {例 ogri-l]1(~ri) -~r(logrd1( ~r i) +ム(払J ム(~r ;)]， m = 0 
式 (27)，(28)， (30)， (31)， (32)，および (36)から Di，αtをφ。およびρi(iニ1， 2， 3， 
…，l-1 )を含む形で求めることができるが，Do(=D1m 己)は表面変位の有限Fourier-Hankel
変換値であるので次の条件を満足しなければならない。
均10'"DoUm( ~r )d!同 (37) 
式 (37)は，Yi (iニ 1， 2， 3，…， l -1 )の各点で成立しなければならないから，この条
件より，仮定した接触応力ムを求めることが出来る。ここで得られる解は，厳密な意味での連
(84) 
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続性は保障されないが，少なくとも階段状になるような不連続性は解消される。
5.数値計算
数値計算は， 多層体の表面に，半径αの剛円柱を傾むけ
て押しつけた場合を取扱った。このとき表面変位の状態は，
軸対称変形 (mニ 0)と非軸対称変形 (m= 1)の合成と
なるが，計算はこのうち非軸対称成分についてだけ行った。
すなわち接触面のz方向変位は
で表わされ，図 4に示すようになる。ただし， εはrニ a，θ=0における変位である。この
問題の半無限体の場合は牟岐によっても解かれているが，
wo(r， e)=~ブ〆「一τ、
I~土lrvf一、 1-引
r -J年ヰ非生句、 1-4)
φ o(r， e)=~ 、ーμ，1\ a v a ) 
Wl)Z=O=e'_!_ cose 。 O 三玉 r ~玉 α 
図-4 表面変位
O 豆r 三五 α 
(38) 
。三五 r 
O 三五 r 三五 α
(39) 
。<r
となることがわかっている。このとき m=1であるから，各式でm=1とおき，境界条件から，
積分定数を Eとρzで求め，式 (37) を満足するようにρzを定める。
数値計算の結果を図-5-9に示す。計算に用いた数値は，n= 2すなわち 2層体で表層厚を
a，基層厚は無限大，表層と基層の弾性係数をそれぞれEl= E2 = E; Elニ 0.1E， E2 = E ; 
El = E， E2 =0.1 Eの3種でポアソン比は全て 0.25とし，Wの最大値も全ての場合でεとし
た。また， ρzを求めるための分割点は η/aニo.2， 0.4， 0.6， O. 8， 0.9， l. 0の6点とし， ~に
ついては数値積分を行なったが，積分範囲は 40
M 迄で，一区間同ごとに Gaussの8分点法に
より計算を行った。
図-5はEdE23種について，z方向変位 w
の各断面における f方向の変化を示したもので
ある。図から明らかなように，表層の弾性係数
の小さい場合には変形は局部的になり ，z方向へ
も，zの大きさとともに急激に減少している。こ
れに対し，表層の弾性係数の大きな場合には変
形は f方向，z方向とも広範囲にわたっている
し，基層にも最大50%強の変位を生じている。
(85) 
????、?
a6 
_" 
。 0.$ /.0 ぶ.t 3.0 
一一一一一五
(a) 
図-5 wのァ方向の変位
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10 
，¥(j 0.3 
Y 
E， ~O 1 E 
乙百 E
ムノ =020 
θ -0 
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図 6は同様の場合ののの r方向の分布で
ある。この計算例では，表面における最大変位
を同一にとっているので，半無限体 (E，二 E2)
の場合の応力分布が最も大きく，表層の弾性係
数の小さなものが最も小さい応力分布を示して
いる。しかし，基礎の弾性係数を基準に考えた
場合では，図-6(b)の値は 10倍されるので，
当然のことながら表層の弾性係数の大きいもの
程大きな接触応力を生ずることになる。ののz
方向の変化は，やはり表層の弾性係数の大きな
もの程zの大ききとともに急激に減少してい
る。
図 7はσTに対する分布図である。値の大き
さに関してはのと同様であるが， σrの分布の
特徴は，表面では r=αで無限大になりその両
側で急激に減少する分布を示すが， 2が深くなる
につれて最大の σγ を与える断面が fニ aから
ずれる。すなわち z=0，25 aでは，むしろ r=a 
のめは減小しその両側に大きな応力が生
じ，rニ 1，25a付近にこの断面の最大値が生ず
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るようである。この傾向は El/Ezの値に無関係
に皆同じである。 σγ とのとを比較すると，いず
れものの方がのより小さく Zが大きくなるに 31E 
従いその差は一層大きくなっている。 I-.， 
図-8，9にはせん断応力 TZ(J， Tzγの分布を示
した。これらについても El/Ezに対する大きさ
の変化はのとほぼ同様である。せん断応力て沖寺
徴的なことは，図 9に示されているように
r=αで符号が逆転することである。しかし，応
力の大きさは，やはりのに比較しでかなり小さ
くのの~-Xi'f立である。
なお，数値積分の精度については詳細な検討
をしていないが，積分範囲 39回の値と 40nu 
の値とを比較すると，変位では z=O，r=aの
wに約6%の誤差がみられるが，その他の値は
ほほ、100%収束している。また応力に土 5%程
度の誤差があるが，z =0.125 aでは，有効数字
4桁まで収束していた。
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6. むすび
多層弾性体の表面が剛体で圧縮される場合の応力解析を非軸対称変形のみを対象として行
なった。解析の方法は，半無限体表面を剛体で圧縮するときの解と，これと多層体との差を適
当な応力分布仮定し，解析解と数値解を組合せる方法である。数値計算は， 2層体で，表層厚を
剛体半径と同ーとし，表層，基層の弾性係数比をo. 1，1. 0， 10 . 0の3種とした。計算結果から
a) 2層体の場合，表層に比べ基層の弾性係数の小さいもの程，変位，応力ともに大きくなる
b)いずれの場合も，のに比べ他の応力は，表層のごく浅いところを除けばかなり小さし深
さとともに急激に減少する
ことがわかった。計算例はそれ程十分で、はないが，本解析方法は十分実用になるものと，思わ
(88) 
剛体で圧縮された多層弾性体の 3次元応力解析 621 
れる。
終りに，計算結果の整理，図の作成にご協力をいただきました本学助手小林茂氏，技官田中
功氏に厚く感謝致します。
なお，本計算は主に北海道大学大型計算機センターのFACOM 230-05で行ない，また一部
を本学情報教育センターのMELCOM9100で行ったものである。
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